R-Integral und Stammfunktion

Auf diesem Blatt zeigen zwei Beispiele, daß aus der Existenz einer Stammfunktion F einer Funktion 
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 nicht notwendig die R-Integrierbarkeit von f folgt und daß aus der R-Integrierbarkeit von f nicht notwendig die Existenz einer Stammfunktion folgt.

Zuvor sei noch an das Kapitel Differentialrechung erinnert, wo gezeigt worden ist, daß die Ableitung einer Funktion nicht stetig zu sein braucht. Jedoch gilt die folgende beachtenswerte

Bemerkung
(Zwischenwertsatz für Ableitungen)

Gegeben sei die differenzierbare Funktion 
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. Dann gibt es zu jedem m zwischen 
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Die Ableitung 
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 nimmt also jeden Wert zwischen 
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Betrachten wir zunächst den Fall, daß 
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 und wählen wir eine reelle Zahl m zwischen 
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. Dann haben wir zu zeigen, daß es eine Zahl 
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Wir bilden dazu die Funktion 
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, die offenbar auf 
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 differenzierbar ist. Für die Steigungen von g an den Intervallrändern gilt:
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und
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Dann aber gibt es ein ( > 0, so daß g auf 
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 streng monoton wächst und auf 
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 streng monoton fällt. Da zudem f auf dem abgeschlossenen Intervall 
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 eine Maximal- bzw. eine Minimalstelle besitzt, können wir für unseren Fall schließen, daß es auf 
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 eine Minimalstelle 
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 gibt, für die notwendig 
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 ist. Damit haben wir aber eine Stelle in  
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  –  nämlich 
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 –  gefunden, wo die Funktion die Steigung m besitzt.

Den Fall 
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 behandelt man analog, womit die Aussage der Bemerkung gezeigt ist.

Beispiel 1
Gegeben sei die Funktion 
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Dann ist f R-integrierbar, besitzt aber keine Stammfunktion F auf 
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Die im Beispiel gegebene Funktion ist offenbar R-integrierbar, da sie monoton wachsend ist.

Sie kann aber gemäß der obigen Bemerkung keine Stammfunktion F besitzen, da dann 
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 alle Werte zwischen –1 und 1 annehmen müßte.

Übrigens: Warum ist wohl die Betragsfunktion 
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 keine Stammfunktion von f ?
Beispiel 2
Gegeben sei die Funktion 
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Dann ist F differenzierbar und 
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 ist nicht R-integrierbar. Das bedeutet also: f besitzt eine Stammfunktion F, ist aber nicht R-integrierbar.

Auf 
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 ist F als Produkt differenzierbarer Funktionen wieder differenzierbar. Unter Verwendung der Produkt- und Kettenregel gilt für 
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Mit Hilfe des Differenzenquotienten weisen nun nach, daß F auch im Punkt x = 0 differenzierbar ist. Es ist
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und damit
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Daher haben wir 
[image: image43.wmf](

)

(

)

(

)

0

0

x

0

F

x

F

lim

0

F

0

x

=

-

-

=

¢

®

 und gezeigt, daß F auf dem gesamten Definitionsbereich differenzierbar ist.

Mit
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haben wir also eine Funktion, die eine Stammfunktion 
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 besitzt, aber nicht R-integrierbar ist, da sie auf  
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 unbeschränkt ist.
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