Unter- und Obersummen

Bevor wir uns mit dem Konzept der Unter- und Obersummen zur Lösung des Quadraturproblems beschäftigen, wollen wir einige Begriffe zur Intervallzerlegung definieren.

Definition 1
(Zerlegung und Feinheit einer Zerlegung)

Unter n+1 Zahlen x0, x1, ....., xn 
[image: image202.bmp] [a, b] 
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 IR mit a = x0 < x1 < ..... < xn = b verstehen wir eine Zerlegung des Intervalls [a, b] und schreiben



Z : a = x0 < x1 < ..... < xn = b   oder kurz   Z

Die Feinheit (oder der Durchmesser) der Zerlegung Z wird definiert durch
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Eine Zerlegung 
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 : a = y0 < y1 < ..... < ym = b ist eine Verfeinerung der Zerlegung Z : a = x0 < x1 < ..... < xn = b  , wenn gilt:
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Eine äquidistante Zerlegung liegt vor, wenn 
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Beispiel 1
(äquidistante Zerlegung)

Mit 
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) liegt eine äquidistante Zerlegung des Intervalls [a, b] mit der Feinheit 
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Dies sieht man sofort ein; denn es ist
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Mit dem Begriff der Zerlegung sind wir nun in der Lage, Unter- und Obersumme zu definieren.

Zuvor wollen wir uns nur noch ganz kurz folgende Tatsache klar machen: Eine unbeschränkte Funktion 
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Daher werden wir in der nachfolgenden Definition aus sofort ersichtlichen Gründen lediglich beschränkte Funktionen berücksichtigen.

Definition 3
(Unter- und Obersummen)

Gegeben sei eine beschränkte Funktion 
[image: image15.wmf][
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 sowie eine Zerlegung des Intervalls  Z : a = x0 < x1 < ..... < xn = b. Mit den Festsetzungen
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bezeichnet
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die Obersumme und





[image: image19.wmf](

)

(

)

1

k

k

n

1

k

k

x

x

m

Z

,

f

U

-

=

-

=

å

    die Untersumme



von f zur Zerlegung Z.
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Beispiel 2
(Unter- und Obersumme der Winkelhalbierenden)

Gegeben sei die Funktion 
[image: image20.wmf][
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des Intervalls. Dann gilt für Unter- und Obersumme zur Zerlegung 
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Da f streng monoton wächst und stetig ist, haben wir
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Mit der Summenformel für Quadrate erhalten wir
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Für den „Flächeninhalt“ der von der Geraden f, der Geraden x = a und der x-Achse begrenzten Punktmenge stellt offenbar die Untersumme eine untere Schranke und die Obersumme eine obere Schranke dar.

Beispiel 3
(Unter- und Obersumme der Dirichletschen Funktion)

Gegeben sei die Dirichletsche Funktion 
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, die wie folgt definiert ist:
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Dann gilt bezüglich jeder Zerlegung  Z : a = x0 < x1 < ..... < xn = b für Unter- und Obersumme:
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Der Graph der Dirichletschen Funktion läßt sich nicht zeichnen. Er entzieht sich unserer Anschauung.

Dennoch läßt sich der Sachverhalt an neben stehender Skizze gut erläutern.

In jedem noch so kleinen Teilintervall von 
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 finden sich Stellen mit einem Funktionswert von 0 und solche mit einem Funktionswert von 1. Daher ist für jede Zerlegung Z
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und damit für Unter- und Obersumme: 
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Beispiel 4
(Unter- und Obersumme einer charakteristischen Funktion)

Sei 
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 ein abgeschlossenes, halboffenes oder offenes Intervall mit den Randpunkten u < v. Dann heißt
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Ist nun  Z : a = x0 < x1 < ..... < xn = b eine beliebige Zerlegung mit einer Feinheit 
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In 
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 sofort die Aussage des Beispiels folgt.

Übrigens: Solche charakteristischen Funktionen sowie die nachfolgend definierten Treppenfunktionen spielen eine wichtige Rolle in der von Lebesgue begründeten Integrationstheorie.

Definition 4
(Treppenfunktion)

Für eine Unterteilung a = t0 < t1 < ..... < tn = b des Intervalls 
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eine Treppenfunktion. Die Funktionswerte 
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Beispiel 5
(Unter- und Obersumme einer Treppenfunktion)

Sei eine Treppenfunktion 
[image: image56.wmf][

]

IR

b

,

a

:

T

®

 mit 
[image: image57.wmf](

)

i

c

x

T

=

 für 
[image: image58.wmf]]

[

i

1

i

t

,

t

x

-

Î

 (
[image: image59.wmf]n

i

1

£

£

) sowie eine Zerlegung  Z : a = x0 < x1 < ..... < xm = b mit der Feinheit 
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 gegeben. Dann gelten für Unter- und Obersumme mit 
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 folgende Abschätzungen:
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Zum Nachweis der Abschätzung für die Obersumme betrachten wir zunächst das unten stehende Schaubild.
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Die Abschätzung für die Untersumme erhalten wir auf analoge Weise.
Für verschiedene Funktionen f haben wir in den voran gehenden Beispielen Unter- und Obersummen betrachtet. Das Ziel, einer Menge 
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 mittels dieser Summen einen Flächeninhalt zu zu ordnen, wollen wir nun weiter verfolgen.

Bereits in Beispiel 2 hätten wir durch die beiden Grenzübergänge
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den Flächeninhalt des Dreieckes als Ergebnis einer Intervallschachtelung erhalten können, da die streng monoton wachsende Folge der Untersummen denselben Grenzwert besitzt wie die streng monoton fallende Folge der Obersummen.

Allerdings sollte man sich davor hüten, voreilig aus diesem Beispiel  allgemeine Aussagen herzuleiten; denn zum einen handelt es sich um eine ausgesprochen einfache Funktion und zum anderen ist noch unklar, wie sich diese Summen verhalten, wenn die Feinheit der Zerlegungen gegen Null geht.

Daher werden wir überlegen, ob für die Menge
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ein Infimum und die Menge
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ein Supremum existiert, und ferner ob die Untersummen stets kleiner oder gleich den Obersummen sind; denn im Falle der Gleichheit können wir dann in sinnvoller Weise diesen gemeinsamen Wert als Flächeninhalt der Ordinatenmenge zuordnen.

Dies wollen wir in zwei Bemerkungen zeigen.

Bemerkung 1 (Beschränktheit von Unter- und Obersumme)

Sei eine Zerlegung Z : a = x0 < x1 < ..... < xn = b  und eine beschränkte Funktion 
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 gegeben. Bezeichnet m das Infimum von f auf dem gesamten Intervall und M das Supremum, dann gilt für Unter- und Obersumme:
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Der Nachweis dieser Aussage ist ganz einfach. Für alle k = 1, ..... , n gilt nämlich
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und daher nach Multiplikation mit 
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 und Aufsummieren
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Bemerkung 2 („Monotonie“ von Unter- und Obersumme)

Sei 
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 eine Verfeinerung der Zerlegung  Z : a = x0 < x1 < ..... < xn = b  und ferner eine beschränkte Funktion 
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 gegeben. Dann gilt für Unter- und Obersumme:
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Darüber hinaus gilt für zwei beliebige Zerlegungen Z1 und Z2 stets
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Zur „Monotonie“

Es genügt die Aussage der Bemerkung für den Fall zu zeigen, daß 
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 liegt. Betrachten wir dann die Untersumme der beiden Zerlegungen. Offenbar stimmen n-1 Summanden der beiden Untersummen überein. Wir betrachten daher die Funktion f auf dem Teilintervall 
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Bezeichnen wir nun mit I1 das Infimum auf 
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Zur Beziehung zwischen Unter- und Obersummen

Die Zerlegung 
[image: image89.wmf]2

1

Z

Z

Z

È

=

 stellt eine Verfeinerung von beiden Zerlegungen dar, so daß aus der ersten Behauptung dieser Bemerkung gefolgert werden kann, daß
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Anmerkung:
Die „Monotonie“ von Unter- und Obersummen ist in einem ganz bestimmten Sinne zu verstehen. Sie besteht nämlich nur dann, wenn von zwei Zerlegungen eine tatsächlich eine Verfeinerung der anderen ist.


Diese „Monotonie“ braucht nämlich nicht für zwei Zerlegungen Z und 
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 vorzuliegen, wenn man etwa für die Feinheiten 
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 voraussetzt. Betrachten wir nämlich dazu als Beispiel die charakteristische Funktion
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mit den beiden Zerlegungen 
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, aber für die beiden Untersummen gilt:
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Die beiden Begriffe Feinheit und Verfeinerung sind also sauber auseinander zu halten!

Mit den beiden Bemerkungen wissen wir nun, daß 
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 existieren, und daß die Untersummen stets kleiner oder gleich den Ober​summen sind. 

Bemerkung 3 (Eigenschaften von Infimum und Supremum)

Sei eine beschränkte Funktion 
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 gegeben. Dann gilt für das Supremum der Untersummen und das Infimum der Obersummen folgende Ungleichung:
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Darüber hinaus gibt es zu jedem ( > 0 eine ((() > 0, so daß für alle Zerlegungen Z mit der Feinheit 
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Für die erste Aussage der Bemerkung betrachten wir zwei beliebige Zerlegungen Z und 
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. Nach Bemerkung 2 gilt dann für die Unter- und Obersummen die Ungleichung 
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 ist. Jetzt können wir das Infimum über alle 
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Da 
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 unter jede (-Schranke bringen, sofern nur die Feinheit von 
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Sei also ( > 0 beliebig gewählt. Dann gibt es aufgrund der Supremumseigenschaft eine Zerlegung Z mit
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Ferner gibt es nach Beispiel 5 ein ((() > 0, so daß für alle Zerlegungen 
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Insgesamt haben wir also für alle Zerlegungen 
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 mit 
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und damit
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Analog zeigt man die Ungleichung 
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Anmerkung:
Auch wenn man nicht sagen kann, daß die  Unter- und Obersummen sich monoton mit der Feinheit einer Zerlegung verändern, so zeigt Bemerkung 3 doch, daß für hinreichend feine Zerlegungen sich die Unter- bzw. Obersummen „in der Nähe“ ihres Supremums bzw. Infimums befinden.

Bemerkung 4 (Additivität von Infimum und Supremum bzgl. Intervallen)

Sei eine beschränkte Funktion 
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 gegeben und eine reelle Zahl c mit a < c < b. Dann gilt für das Supremum der Untersummen und das Infimum der Obersummen:
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Wir wollen lediglich die erste Gleichung nachweisen, da der Beweis der zweiten analog verläuft.

Für eine beliebige Zerlegung 
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Für eine beliebige Zerlegung Z ist
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und damit
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Für ein beliebiges ( > 0 gibt es zwei Zerlegungen
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Addieren wir die beiden Ungleichungen, so erhalten wir
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Also gibt es zu jedem ( > 0 eine Zerlegung Z, die die vorher gehende Ungleichung erfüllt. Damit ist
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und somit die Behauptung gezeigt.

Wir betrachten weiterhin die Ordinatenmenge für positive beschränkte Funktionen. Selbstverständlich kann man auch die Ordinatenmenge von Funktionen mit Wertebereich IR betrachten (siehe Blatt Flächeninhalt einer Ordinatenmenge).

Definition 5
(Flächeninhalt einer Ordinatenmenge)

Gegeben sei eine beschränkte Funktion 
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 das Maß von Flächen in der Ebenen, so läßt sich der Ordinatenmenge
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genau dann ein Flächeninhalt zuordnen, wenn 
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Im folgenden werden wir die Beispiele 2-5 nochmals dahingehend untersuchen, ob ihrer Ordinatenmenge ein Flächeninhalt zugeordnet werden kann.

Beispiel 6
(Flächeninhalt verschiedener Funktionen)

Gegeben seien die beschränkten Funktionen 
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 der vorher gehenden Beispiele. Es gilt:
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Für die Dirichletsche Funktion 
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 läßt sich M(f) kein Flächeninhalt zuordnen.

b) Für eine charakteristische Funktion 
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c) Für eine Treppenfunktion 
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d) Für die Winkelhalbierende 
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Dirichletsche Funktion

Für jede Zerlegung Z ist 
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. Der Ordinatenmenge dieser Funktion, die aus dicht liegenden Linien der Länge 1 besteht, läßt sich also kein Flächeninhalt zuordnen.

Charakteristische Funktion

Für eine beliebige Zerlegung  Z : a = x0 < x1 < ..... < xn = b  definieren wir die beiden Indexmengen 
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. Für Unter- und Obersumme erhalten wir dann 
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und damit
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Darüber hinaus bemerken wir, daß bei der Bildung von Infimum und Supremum es gleich ist, ob A ein offenes, halboffenes oder abgeschlossenes Intervall ist. Der Ordinatenmenge der charakteristischen Funktion läßt sich also ein Flächeninhalt zuordnen.

Treppenfunktion

Für jede Zerlegung Z ist 
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. Nach den bisherigen Ausführungen ist dies anschaulich klar und wir verzichten auf den formalen Nachweis.

Sei also ( > 0 beliebig gewählt, dann gilt nach Beispiel 5 sogar für alle Zerlegungen Z mit einer Feinheit von 
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Das ist aber genau zum einen die Definition des Supremums und zum anderen die des Infimums und die Behauptung ist gezeigt.

Auch bei den Treppenfunktionen wollen wir fest halten, daß die endlich vielen Stellen, wo T beliebige Funktionswerte annehmen kann, keine Rolle bei der Bildung von 
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Anmerkung:
Bei der Integrationsmethode nach Lebesgue nutzt man gerade die Tatsache aus, daß eine gewisse Klasse von Funktionen durch solche Treppenfunktionen approximiert werden können.

Winkelhalbierende

Für eine beliebige Zerlegung  Z : a = x0 < x1 < ..... < xn = b  ist
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Für den weiteren Verlauf betrachten wir für jede natürlich Zahl n folgende Mengen von Zerlegungen
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sowie eine Funktion 
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 gleich Null setzen. Dabei ist für alle 
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und damit wegen 
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Als Minimumstelle erhalten wir also
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und demnach
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Damit haben wir die kleinste Obersumme für alle Zerlegungen mit n+1 Zerlegungspunkten ermittelt und können nun endlich schließen, daß
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Das Supremum der Untersummen erhält man auf dieselbe Weise.

Ob der Ordinatenmenge M(f) einer beschränkten Funktion 
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 ein Flächeninhalt zugewiesen werden kann oder nicht, erfordert – wie Beispiel 6 zeigt – die mühselige Berechnung der Unter- und Obersummen sowie die Bildung von Supremum und Infimum. Mit dem nachfolgend angegebenen Riemannschen Kriterium hat man etwas in der Hand, was den Existenzbeweis entscheidend erleichtert.

Satz 1

(Riemannsches Kriterium)

Für eine beschränkte Funktion 
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 läßt sich genau dann der Ordinatenmenge M(f) ein Flächeninhalt zuordnen, wenn für jedes ( > 0 eine Zerlegung Z existiert mit
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“ Der Flächeninhalt von M(f) existiert.

Sein ( > 0 beliebig vorgegeben. Nach Bemerkung 3 gibt es Zerlegungen 
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Da 
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 eine Verfeinerung von beiden Zerlegungen ist, können wir mit Bemerkung 2 weiter schließen, daß
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und
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ist und damit wegen der Gleichheit von Supremum und Infimum
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“ Die (-Bedingung ist erfüllt.

Diese Richtung ist klar; denn es gilt folgende Ungleichungskette:
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