Riemannsche Summen

Beim Konzept der Unter- und Obersummen haben wir die Erfahrung gemacht, daß die Berechnung des Flächeninhaltes von Ordinatenmengen sehr mühsam ist. Die auf diesem Blatt dargestellten Riemannschen Summen bringen hierbei in vielen Fällen eine Erleichterung. Zuvor wollen wir uns nochmals die Definitionen von Zerlegung ins Gedächtnis rufen und definieren, was unter einer Zwischenpunktwahl zu verstehen ist.

Definition 1
(Zerlegung und Feinheit einer Zerlegung)

Unter n+1 Zahlen x0, x1, ....., xn 
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 [a, b] 
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 IR mit a = x0 < x1 < ..... < xn = b verstehen wir eine Zerlegung des Intervalls [a, b] und schreiben



Z : a = x0 < x1 < ..... < xn = b   oder kurz   Z

Die Feinheit (oder der Durchmesser) der Zerlegung Z wird definiert durch
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Eine Zerlegung 
[image: image4.wmf]Z

¢

 : a = y0 < y1 < ..... < ym = b ist eine Verfeinerung der Zerlegung Z : a = x0 < x1 < ..... < xn = b  , wenn gilt:
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Eine äquidistante Zerlegung liegt vor, wenn 
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Definition 2
(Zwischenpunktwahl, ZPW)

Gegeben sei eine Zerlegung  Z : a = x0 < x1 < ..... < xn = b. Dann nennt man n Zwischenpunkte 
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 eine Zwischenpunktwahl zur Zerlegung Z.

Die Riemannschen Summen stellen ebenso wie die Unter- und Obersummen Rechtecksummen dar. Ihr Vorteil besteht jedoch vor allem darin, daß auf jedem Zerlegungsintervall ein beliebiger Funktionswert als Konstante gewählt werden kann. Wir kommen nun zur

Definition 3
(Riemannsche Summe)

Sei 
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 eine Funktion und Z : a = x0 < x1 < ..... < xn = b eine Zerlegung des Intervalls. Ist nun 
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 eine beliebige Zwischenpunktwahl, so heißt
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Riemannsche Summe der Funktion f bezüglich der Zerlegung Z und der Zwischenpunktwahl 
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Mit dem Schaubild machen wir uns sofort klar, daß es zu jeder Zerlegung Z eines Intervalls im Unterschied zu den Unter- und Obersummen unendlich viele Riemannschen Summen gibt. 

Anmerkung:
Ober- und Untersummen sind nicht notwendigerweise Riemannsche Summen, da Maximal- wie Minimalstellen wegen der Unstetigkeit in den Teilintervallen nicht vorkommen müssen.

Mit der folgenden Bemerkungen wollen wir nun die Riemannschen Summen mit den Unter- und Obersummen vergleichen.

Bemerkung 1
(Schranken für Riemannsche Summen)

Sei 
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 eine beschränkte Funktion und Z : a = x0 < x1 < ..... < xn = b eine beliebige Zerlegung des Intervalls mit 
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Für die Zerlegung Z von [a, b] und die Zwischenpunktwahl (ZPW) ( gilt auf allen Teilintervallen 
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 die Ungleichungskette
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weshalb sich aus Multiplikation mit 
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ergibt.

Bemerkung 2
(Infimum und Supremum für Riemannsche Summen bei fixierter Zerlegung)

Sei 
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 eine beschränkte Funktion und Z : a = x0 < x1 < ..... < xn = b eine fixierte Zerlegung des Intervalls, dann ist
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Wir betrachten das Intervall 
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 Werte zwischen 
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 annehmen und diese Ränder entweder erreichen oder beliebig annähern kann.

Daher finden wir für ein beliebiges 
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 und summieren über k, dann erhalten wir
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Da ( > 0 beliebig gewählt war, ist mit einer fixierten Zerlegung Z die Untersumme das Infimum der Riemannschen Summen über alle unendlich vielen Zwischenpunktwahlen zu Z. 

Die zweite Aussage zeigt man auf dieselbe Weise.

Wir kommen nun zu folgendem wichtigen

Satz 1

(Konvergenz Riemannscher Summen)

Für eine beschränkte Funktion 
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Dabei ist 
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“ Gleichheit von Supremum und Infimum

Zu jedem ( > 0 gibt es nach dem Konzept der Unter- und Obersummen (siehe Blatt Unter- und Obersummen) ein ((() > 0, so daß für alle Zerlegungen Z mit ((Z) < ((() gilt:
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Mit Bemerkung 1 und der Festsetzung 
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 erhalten wir dann die Ungleichungskette
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“ Es gilt die (-(-Beziehung

Wir wählen also ( > 0 beliebig. Dann gibt es nach Voraussetzung ein ((() > 0 so daß für alle Zerlegungen Z mit ((Z) < ((() bei frei wählbarer ZPW ( gilt:
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Da die ZPW in der Ungleichungskette frei wählbar ist, können wir zur Zerlegung Z eine ZPW ( nehmen, die auch der Ungleichungskette 
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aus Bemerkung 2 genügt. Mit den beiden Ungleichungsketten erhalten wir dann
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Damit ist aber
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Die Konvergenz Riemannscher Summen einer Funktion f – im Sinne von Satz 1 – ist also notwendig und hinreichend dafür, daß 
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. Da also diese Konvergenz weit reichende Folgen hat – etwa 
[image: image51.wmf](

)

f

M

 existiert – heben wir mit einer Definition nochmals hervor, was wir unter der Konvergenz Riemannscher Summen verstehen.

Definition 4
(Konvergenz Riemannscher Summen)

Für eine reelle Zahl I gelte: Für alle ( > 0 gibt es ein ((() > 0, so daß für alle Zerlegungen mit ((Z) < ((() bei freier Zwischenpunktwahl 
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gilt. In diesem Falle sprechen wir von der Konvergenz Riemannscher Summen und schreiben
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Es ist zumeist ausgesprochen schwierig, den Nachweis der Konvergenz Riemannscher Summen einer Funktion f zu erbringen.

Das Konzeptes der Riemannsche Summen nutzt man im Regelfall erst dann, wenn man weiß, daß 
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 ist; denn dann genügt einfach die Betrachtung einer Folge von Riemannsummen, wie die nächste Bemerkung zeigt. Für welche Klasse von Funktionen dies  überhaupt gilt, werden wir noch sehen (siehe Flächeninhalt einer Ordinatenmenge).

Bemerkung 3
(Riemannfolgen)

Sei 
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 fixierte Zwischenpunktwahl. Dann gilt:
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Nach Satz 1 sind die Riemannschen Summen konvergent im Sinne von Definition 4. Somit gilt für die  Zahl 
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: Für alle ( > 0 gibt es ein ((() > 0, so daß für alle Zerlegungen Z bei beliebiger ZPW gilt:
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Da für die Feinheiten 
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Abschließend wollen wir noch einige Beispiel betrachten (siehe auch Blatt Unter- und Obersummen), wo der Vorteil der freien Zwischenpunktwahl bei den Riemannschen Summen ersichtlich ist.

Beispiel 1
(Konvergenz Riemannscher Summen einer Treppenfunktion)

Sei eine Treppenfunktion 
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. Dann konvergieren die Riemannschen Summen bei freier ZPW 
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Zu jeder Zerlegung Z betrachten wir 
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 und wählen die ZPW 
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 so, daß kein ti dazu gehört. Dann gelten mit den Bezeichnungen
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für die Riemannschen Summen
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woraus sofort die Aussage des Beispiels folgt.

Beispiel 2
(Konvergenz Riemannscher Summen der Winkelhalbierenden)

Gegeben sei die Funktion 
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 sowie eine beliebige Zerlegung  Z : a = x0 < x1 < ..... < xn = b  des Intervalls mit der ZPW 
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. Dann gilt für die Riemannschen Summen:
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Zum Nachweis der Aussage wählen wir stets als Zwischenpunkte 
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 das arithmetische Mittel von xk-1 und xk. Damit erhalten wir bezüglich einer beliebigen Zerlegung Z für die Riemannsche Summe
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Damit ist die Konvergenz nachgewiesen.

Beispiel 3
(Konvergenz Riemannscher Summen der Parabel p-ter Ordnung)

Gegeben sei die Parabel 
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. Dann gilt für die Riemannschen Summen:
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Wir gehen wie in Beispiel 2 vor und wählen die ZPW 
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ist 
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 tatsächlich eine ZPW und wir erhalten für die Riemannsche Summe bezüglich Z und 
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Damit ist die Konvergenz nachgewiesen.

Beispiel 4
(Konvergenz Riemannscher Summen der Exponentialfunktion)

Gegeben sei die Exponentialfunktion 
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. Dann gilt für die Riemannschen Summen:
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Wegen der Differentialgleichung 
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und damit für die Riemannsche Summe
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ist. Damit ist die Konvergenz nachgewiesen.

Abschließend wollen wir noch ein Beispiel für eine Riemannfolge betrachten und wählen uns dazu die Exponentialfunktion mit der Eulerschen Zahl als Basis. Dabei verwenden wir statt ex die Schreibweise exp(x).

Beispiel 5
(Konvergenz einer Riemannfolge)

Gegeben sei die Exponentialfunktion 
[image: image103.wmf][

]

IR

b

,

a

:

f

®

 mit 
[image: image104.wmf](

)

x

exp

x

a

 zur Zerlegungsfolge 
[image: image105.wmf](

)

IN

n

n

Z

Î

 mit 
[image: image106.wmf](

)

(

)

n

a

b

k

n

k

a

x

-

+

=

 für 
[image: image107.wmf]n

k

0

£

£

 und der ZPW 
[image: image108.wmf]n

x

 mit 
[image: image109.wmf](

)

(

)

n

k

n

k

x

=

x

. Dann gilt für die Riemannfolge:


[image: image110.wmf]
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Unter Verwendung der geometrischen Reihe erhalten wir für die Riemannfolge
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 folgt die Aussage des Beispiels.
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