Eigenschaften des Riemann-Integrals
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Bemerkung 1
(linearer Funktionenraum)
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für eine Zerlegung Z mit der Feinheit 
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für eine Zerlegung Z mit der Feinheit 
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Da ( > 0 beliebig gewählt war, folgt mit der Definition die Behauptung.

Vielfaches
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für eine Zerlegung Z mit der Feinheit 
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Bemerkung 2
(Monotonie des R-Integrals)
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Nach Bemerkung 1 ist die Differenz 
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weshalb die Aussage gezeigt ist.

Bemerkung 3
(Integrierbarkeit von Betrag, Maximum und Minimum)
Mit 
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Die Funktion f ist  nicht negativ auf einem Intervall 
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In diesem Falle sind Supremum und Infimum von f und 
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Die Funktion f ist  negativ auf einem Intervall 
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Die Funktion f ist positiv und negativ auf einem Intervall 
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Somit ist die Differenz von Supremum und Infimum bei 
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Multiplizieren wir nun jede Seite der Ungleichung mit 
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Mit dem Riemannschen Integrabilitätskriterium folgt dann aus der R-Integrierbarkeit von f die von 
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Bemerkung 4
(Produkt)



Mit f und g liegt auch das Produkt 
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 können wir uns auf die Betrachtung nichtnegativer Funktionen f und g beschränken.

Im Allgemeinen streben f und g in unterschiedlichen Umgebungen ihrem Supremum bzw. Infimum zu. Daher gelten für ein beliebiges Intervall 
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oder in verkürzter Schreibweise
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Damit schätzen wir weiter ab



[image: image59.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

f

inf

f

sup

g

sup

g

inf

g

sup

f

sup

f

inf

f

sup

g

inf

g

inf

g

sup

f

sup

g

inf

f

inf

g

inf

f

sup

g

inf

f

sup

g

sup

f

sup

g

inf

f

inf

g

sup

f

sup

g

f

inf

g

f

sup

-

×

+

-

×

£

£

-

×

+

-

×

=

=

×

-

×

+

×

-

×

=

=

×

-

×

£

×

-

×


Ist nun mit 
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und mit dem Riemannschen Integrabilitätskriterium die Behauptung.

Bemerkung 5
(Integration auf Teilintervallen)
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Zum Nachweis dieser Aussage kennzeichnen wir jede Zerlegung mit ihrem Randpunkten. Sei also 
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und damit
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so daß mit dem Riemannschen Integrabilitätskriterium die Behauptung der Integrierbarkeit auf einem beliebigen abgeschlossenen Teilintervall folgt.

Die Additivität  folgt aus der Gleichheit der Riemannschen Summen
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Bemerkung 6
(Dreiecksungleichung für R-Integrale)

Für jede Funktion 
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Das R-Integral der rechten Seite existiert wegen Bemerkung 3. Da 
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Bemerkung 7
(Nichtnegativität)

Für jede nichtnegative Funktion 
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Der Beweis dieser Aussage ist klar, da alle Riemannschen Summen nicht negativ sind. Schwieriger ist die folgende schärfere Aussage.

Bemerkung 8
(Positivität)

Für jede positive Funktion 
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Dann aber gibt es wenigstens ein Teilintervall mit 
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Nun ist aber wegen Bemerkung 5 und Bemerkung 7
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Damit haben wir eine Nullfolge 
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Bemerkung 9
(Bedeutungslosigkeit der Funktionswerte an den Intervallgrenzen)

Sei 
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Mit Bemerkung 5 erhalten wir
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Da f als R-integrierbare Funktion beschränkt ist gilt für das erste und dritte Integral der Gleichung die Abschätzung
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Wir können daher schließen, daß die Abänderung endlich viele Funktionswerte auf den Integrationsprozeß keinen Einfluß hat. 

Bemerkung 10 (Riemannfolgen)
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[image: image109.wmf][

]

IR

b

,

a

:

f

®

 eine R-integrierbare Funktion, 
[image: image110.wmf](

)

IN

n

n

Z

Î

 eine Folge von Zerlegungen mit  
[image: image111.wmf](

)

0

Z

lim

n

n

=

d

¥

®

 und 
[image: image112.wmf]n

x

 eine zur Zerlegung 
[image: image113.wmf]n

Z

 fixierte Zwischenpunktwahl. Dann gilt:
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Da die Riemannschen Summen konvergent sind, gilt für die Zahl 
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Da für die Feinheiten 
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ist.

Abschließend formulieren wir in der nachfolgenden Definition noch eine allgemeine Vereinbarung zu Integralen.

Definition 1
(Orientierung des Integrals)



Für eine R-integrierbare Funktion 
[image: image120.wmf][

]

IR

b

,

a

:

f

®

 sei





[image: image121.wmf]0

dx

)

x

(

f

c

c

=

ò


für ein 
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