Cantorfunktion

Bezeichnen wir mit 
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 das mittlere offene Intervall von 
[image: image2.wmf][

]

1

,

0

, so besteht 
[image: image3.wmf][

]

1

,

0

\
[image: image4.wmf]1

,

1

J

 aus den beiden abgeschlossenen Intevallen 
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. Deren mittlere offene Intervalle bezeichnen wir mit 
[image: image7.wmf]]

[

9

2

9

1

1

,

2

,

J

=

 und 
[image: image8.wmf]]

[

9

8

9

7

2

,

2

,

J

=

. Führen wir diesen Prozeß nun ad infinitum fort, so erhalten wir die Cantormenge C wie folgt:
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Nach dem n-ten Schritt sind aus dem Intervall 
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 insgesamt 
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 offene Intervalle entfernt worden. Mit den 
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 offenen Intervalle des (n+1)-ten Schrittes besitzen dann aller vorhergehenden Intervalle wieder zwei „neue Nachbarintervalle“. Wir geben daher folgende konsistente Definition der Cantorfunktion auf den offenen Intervallen für 
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Weiter setzen wir für 
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 zunächst 
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 sei das Komplement von C bzgl. 
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Damit ist die Cantorfunktion auf ganz 
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 erklärt und wir können uns ihren Eigenschaften zuwenden.

Bemerkung 1
(Eigenschaften der Cantorfunktion)



Die Cantorfunktion ist stetig sowie monoton wachsend und es ist
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Jedoch ist die Cantorfunktion nicht Lipschitz-stetig.

Monotonie 

Sie folgt sofort aus der Definition der Cantorfunktion.

Stetigkeit

Für jede natürliche Zahl n und für alle 
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Also findet man zu jedem beliebigen ( > 0 ein ( >  0, so daß
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ist. Das ist aber gerade die Definition der gleichmäßigen Stetigkeit.

Surjektivität

Da f(0) = 0 und f(1) = 1 ist, folgt mit dem Zwischenwertsatz für stetige Funktionen, daß jede Zahl 
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 besitzt mit f(x) = y.

„Aufblasen“ der Nullmenge C zum Intervall 
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Dazu zeigen wir, daß die Abbildung
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eine Bijektion ist.

Wegen 
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 ist 
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 injektiv. Da ferner jede reelle Zahl sich in einen g-adischen Bruch – also auch in einen dyadischen Bruch – entwickeln läßt, gibt es zu jeder Zahl 
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, weshalb 
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 surjektiv ist. Damit ist gezeigt, daß 
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 ist. Das bedeutet unter anderem, daß das stetige Bild einer Nullmenge nicht zwangsläufig wieder eine Nullmenge ist.

Cantorfunktion ist nicht Lipschitz-stetig

Eine Funktion 
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 heißt Lipschitz-stetig, wenn es eine Zahl K > 0 gibt, so daß für alle x und y des Definitionsbereiches gilt:
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Der Abstand der Funktionswerte für beliebige x und y des Definitionsbereiches wird somit nicht zu groß. Damit ist auch klar, daß Lipschitz-stetige Funktionen – im Gegensatz etwa zur stetigen Cantorfunktion – auf keinen Fall eine Nullmenge zur einer Menge mit positivem Maß „aufblasen“ können.

In Anlehnung an das Schaubild auf  der ersten Seite betrachten wir die 
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 offenen Intervalle nach dem n-ten Schritt. Dabei haben linker und rechter Randpunkt zweier benachbarter Intervalle gerade eine Distanz von 
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 zueinander, ihre Funktionswerte allerdings eine von 
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. Somit gilt etwa für die Randpunkte x und y:
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Damit ist aber klar, daß es keine Lipschitz-Konstante K geben kann.

Bemerkung 2
(Riemann-Integral der Cantorfunktion)



Die Cantorfunktion ist stetig und somit Riemann-integrierbar. Es gilt:





[image: image47.wmf](

)

2

1

dx

x

f

1

0

=

ò


Zum Nachweis der Behauptung bilden wir die Rechtecksumme
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und sind damit fertig.
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